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Получаемые в рамках ренормализационной группы и ε-разложения ряды теории воз-
мущений ϕ4-модели являются, как хорошо известно, асимптотическими. В недавней работе
одного из авторов статьи выполнено пересуммирование индекса Фишера η этой модели с ис-
пользованием конформного преобразования Бореля для шестипетлевого разложения ано-
мальной размерности поля γϕ(u) по константе связи (заряду) u. Процедура пересуммирова-
ния γϕ(u), а также β-функции β(u) как функции u была проведена в 2 этапа. На первом шаге
определено значение заряда u∗ как нуля пересуммированной β-функции, затем найдено зна-
чение пересуммированной аномальной размерности поля γϕ(u) в точке u = u∗. В настоящей
работе проведено шестипетлевое пересуммирование индекса Фишера η(ε) как функции ε. Ре-
зультат сравнивается с оценками индекса Фишера, полученными из высокотемпературных
разложений и расчётов методом Монте-Карло для трёхмерных систем и точным решением
Онзагера для двумерной модели Изинга. Библиогр. 12 назв. Ил. 1. Табл. 1.
Ключевые слова: ренормализационная группа, ε-разложение, многопетлевые диаграм-
мы, критические показатели.
T. L.Kim, M.V.Kompaniets
BOREL RESUMMATION OF THE ε-EXPANSION
OF THE FISHER EXPONENT UP TO THE SIXTH ORDER
OF PERTURBATION THEORY
St. Petersburg State University, 7–9, Universitetskaya nab., St. Petersburg, 199034, Russian Fe-
deration
It is well known that a series obtained in the framework of the renormalization group and ε-expan-
sion in ϕ4-model are asymptotic. Resummation of the Fisher exponent η using Borel transform
with conformal mapping up to six loop approximation of the anomalous ﬁeld dimension γϕ(u) was
demonstrated in a recent paper of one of the co-authors (u — coupling constant). In this paper
such a resummation of γϕ(u) and beta function β(u) as a function of u was performed in two
stages. First, u∗ value was found as zero of the resummed beta function, then resummation of
the anomalous ﬁeld dimension was performed at u = u∗. In this paper we perform resummation
of the Fisher exponent η(ε) as a function of ε at six loop level. We performed comparison of our
results with results obtained in cited paper as well as with estimations of the Fisher exponent
from the high temperature expansions and Monte Carlo simulations for 3D systems and Onsager’s
exact solution for two dimensional Ising model. Refs 12. Fig 1. Table 1.
Keywords: renormalization group, ε-expansion, multiloop diagrams, critical exponents.
Метод ренормализационной группы (РГ) и ε-разложения (ε = 4 − d, d — размер-
ность пространства) является в настоящее время основным инструментом обоснования
скейлинга и расчёта критических показателей в теории фазовых переходов II рода
и критических явлений [1]. Наибольшие успехи достигнуты с использованием модели
ϕ4, в которой ренормгрупповой расчёт выполнен в шестипетлевом приближении (ше-
стой порядок теории возмущений) [2]. Ряды теории возмущений полевых моделей кри-
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тических явлений являются асимптотическими, для получения надёжных численных
результатов их необходимо пересуммировать. Обычно это делается с помощью одного
из вариантов суммирования по Борелю. В работе [2] таким образом была вычислена
критическая размерность параметра порядка (индекс Фишера η). Для этого были пе-
ресуммированы ряды по константе связи u для β-функции и аномальной размерности
поля γ(u), затем из условия β(u∗) = 0 вычислено значение заряда u∗ в неподвижной
точке ренормгруппы и найдено значение индекса Фишера η = 2γ(u∗) для трёхмерно-
го пространства d = 3 (ε = 1) и в двумерном случае d = 2 (ε = 2). Более детально
процедура такого «u-суммирования» изложена в работе [3]. В настоящей работе мы
используем вариант нахождения индекса Фишера на основе суммирования по Борелю
ε-разложения этого индекса («ε-суммирование»), полученного в [2] в шестом поряд-
ке теории возмущений. Для сравнения обоих вариантов суммирования мы дополним
результаты работы [3] расчётом при дополнительных значениях ε.
Полученный в [2] в шестипетлевом приближении ряд по константе связи u для ано-
мальной размерности поля γϕ в случае однокомпонентного поля имеет вид
η(u) = 2γϕ(u) =
1
6
u2 − 1
8
u3 +
65
96
u4 − 3,851170u5 + 28,767998u6 + O(u7). (1)
Пятипетлевая β-функция вычислена в работax [4–7]:
β(u)
u
= −ε+ 3u− 17
3
u2 + 32,54968u3 − 271,60578u4 + 2848,56826u5 + O(u6). (2)
Определение из (2) положения неподвижной точки u∗ в рамках ε-разложения и под-
становка результата в (1) даёт [2]:
η(ε) = 0,018518500 ε2 + 0,01869000 ε3− 0,0083287500 ε4 + 0,2565643750 ε5−
− 0,08127264062 ε6 + O(ε7). (3)
Ряды (1)–(3) имеют вид
f(y) =
∑
n
An y
n, y = u, ε
с коэффициентами An, факториально растущими при n→∞:
An = (−1)nc annb0n!(1 + O(1/n)). (4)
Явный вид этой асимптотики является важной дополнительной информацией об изу-
чаемых функциях, её параметры находятся методом инстантонного анализа [8].
Как и в [2], для пересуммирования ряда (3) мы будем использовать конформное
преобразование Бореля в форме, предложенной в [9, 10]:
f(y) =
∫ ∞
0
e−ttc1−c2(t∂t)c2B(yt), (5)
где
B(x) =
(
x
w(x)
)ν∑
k=0
Ck w(x)k, w(x) =
√
1 + ax− 1√
1 + ax + 1
. (6)
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Параметры представления (5), (6) выбираются так, чтобы первые члены разложения
функции (5) в ряд по y правильно воспроизводили коэффициенты соответствующих
разложений (1)–(3) и имели необходимый асимптотический вид (4). Записывая B(x) из
(6) в виде ряда
B(x) =
∑
n
∑
k
xnBnkCk, Bnk ≡ 1
n!
{
(∂x)n
[(
x
w(x)
)ν
w(x)k
]}
x=0
, (7)
из (5) получаем
f(y) =
∑
n
∑
k
ynfnkCk, fnk = Bnk kc2Γ(c1 − c2 + k + 1). (8)
Комбинируя (8) с (3), находим ∑
k
ηnkCk = An. (9)
Соотношение (9) можно рассматривать как систему линейных уравнений на коэффици-
енты Ck. Чтобы правильно воспроизвести первые N коэффициентов в (3), достаточно
учесть N членов суммы в (6). Вследствие того, что w(x)k = O(xk), матрица ηnk явля-
ется треугольной.
Для согласования асимптотического поведения коэффициентов разложения в (8)
с асимптотикой (4) достаточно положить в (5) c1 = b0 + 3/2 и использовать в (6) то
же значение параметра a, что и в (4) [9, 10]. Параметр ν в (7) определяет асимпто-
тику функции (5) f(y) ∼ yν при больших значениях аргумента y → ∞. Что касается
параметра c2 в (5), то обычно используют значение c2 = 0, однако результаты рабо-
ты [3] показывают, что подходящий выбор значений c2 = 0 приводит к существенному
улучшению результатов пересуммирования. Отметим, что при c2 = 0 вычисления об-
легчаются, если интегрированиями по частям перекинуть все производные ∂t налево.
Внеинтегральные члены обращаются в нуль, и в результате приходим к выражению
вида
η(ε) =
∫ ∞
0
e−ttc1−c2Fc2(t)B(εt),
где Fc2(t) — полином по t степени c2. Приведем для справки несколько первых поли-
номов, записав их в терминах параметра c ≡ c1 − c2 + 1:
F0 = 1, F1 = −c + t, F2 = c2 − (1 + 2c)t + t2,
F3 = −c3 + (1 + 3c + 3c2)t− 3(1 + c)t2 + t3,
F4 = c4 − (1 + 4c + 6c2 + 4c3)t + (7 + 12c + 6c2)t2 − (6 + 4c)t3 + t4,
F5 = −c5 + (1 + 5c + 10c2 + 10c3 + 5c4)t− 5(3 + tc + 6c2 + 2c3)t2 +
+ 5(5 + 6c + 2c2)t3 − 5(2 + c)t4 + t5.
Для ряда (1) параметры асимптотики (4) имеют значения a = 1, b0 = 5/2
[11]. В качестве оптимальных при пересуммировании в работе [3] найдены значения
ν = 3, c2 = 4. Как показано в [9, 10], использование значения c2 = 0 существенно
улучшает в этом случае результаты пересуммирования. Параметры асимптотики (4)
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Зависимость индекса
Фишера от параметра ε
ε 1 1,4 1,7 2
η(u) 0,0360 0,0866 0,1477 0,2353
η(ε) 0,0354 0,0826 0,1366 0,2100
η(est) 0,0364 − − 0,25
для ряда (2): a = 1, b0 = 7/2 [11]. В этом случае
в [3] были использованы значения ν = 1,8, c2 = 5.
Вычисления с такими параметрами при различных
ε приводят к значениям индекса Фишера η(u) (таб-
лица).
В третьей строке таблицы представлены значе-
ния индекса Фишера η(ε), полученные нами сумми-
рованием ε-разложения (3), в четвёртой — ожидаемые значения η(est) для ε = 1 и ε = 2.
При суммирования ряда (3) нами использовались значения параметров a = 1/3,
b0 = 7/2 [11]. Были рассмотрены варианты суммирования в диапазонах 0  c2  5,
0  ν  5. В качестве критерия выбора параметров c2 и ν рассматривалась сходи-
мость процедуры пересуммирования с увеличением числа учтённых слагаемых в сумме
(3). Удобным способом контроля является рассмотрение «предсказательной способно-
сти» пересуммированного выражения. Известным примером в этом отношении являет-
ся предсказание в [9, 10] пятипетлевого значения коэффициента разложения β-функции
в теории ϕ4 по результатам пересуммирования известной в то время четырёхпетлевой
β-функции. Рассчитанное впоследствии в [4] точное значение этого коэффициента хо-
рошо совпало с предсказанным. Применительно к нашей задаче мы сравнивали точное
значение шестого коэффициента в (3) со значениями, предсказываемыми пересумми-
рованным выражением с учётом четырёх и пяти членов ряда в (3). При выбранных
значениях параметров представления (5), (6) величина η(ε) находилась численным ин-
тегрированием в (5). Чувствительность к выбору параметров ν и c2 при ε-суммировании
оказалась существенно ниже, чем при u-суммировании. Оптимальными значениями па-
раметров оказались следующие: ν = 3,2, c2 = 3. При таких параметрах предсказывае-
мое пересуммированным выражением значение шестого коэффициента в (3) в четырёх-
и пятипетлевом приближениях оказалось равным −0,07592 и −0,08128 соответственно
при точном значении −0,08127.
Для более детального сравнения двух методов мы также провели процедуру ε-
разложения положения неподвижной точки u∗. Определяя эту величину из условия
β(u∗) = 0 в виде ряда по ε, имеем из (2)
u∗ = ε/3 + 0,20987654ε2− 0,13755892ε3 + 0,26865296ε4− 0,84368457ε5.
Оптимальными значениями параметров при пересуммировании этого выражения ока-
зались c2 = 0, ν = 1,1.
Переходя к сравнению результатов двух методов пересуммирования, сравним вна-
чале полученные значения параметра ν. Если рассматривать выбор оптимального зна-
чения ν как оценку асимптотики f(y) ∼ yν (y = u, ε) искомой функции при y → ∞, то
для η(u), согласно результатам работы [3], находим η(u) ∼ u3, u→∞. По результатам
ε-суммирования соответствующие асимптотические оценки при ε→∞ дают η(ε) ∼ ε3,2,
u∗(ε) ∼ ε1,1 , откуда η(u∗) ∼ u2,9∗ . Показатели асимптотики для η(u), предсказываемые
обоими методами, оказались таким образом, весьма близкими.
Для сравнения значений индекса Фишера в дополнение к приведённой выше таб-
лице представим также график зависимости η(ε), предсказываемой пересумированным
рядом (3). На рисунке видно, что для реального значения ε = 1 (d = 3) результаты
обоих подходов близки и находятся в согласии с оценкой из работы [12]. В то же вре-
мя для двумерного случая (ε = 2) результат u-суммирования приводит к значению
индекса Фишера, значительно более близкому к онзагеровскому ответу, чем результат
ε-суммирования.
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Зависимость индекса Фишера от ε:
кружки — точки по схеме u-пересуммирования
(η(u)); крестики — «ожидаемые значения» (η(est))
[12]; сплошная линия соответствует η(ε)
В целом сравнение результатов ε- и u-суммирования показывает, что предпочтение
следует отдать последнему. Оно демонстрирует лучшую сходимость с увеличением чис-
ла учтённых членов разложения и приводит к лучшему согласию с точным решением
для двумерного случая.
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